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タなどが挙げられる．圏 1は， Kalivas(1997)で紹介されている 100個の小麦サンプルに対する
NIRスペクトラルデータを表している．縦軸は各周波数における光の吸収率を表しており，周波







































X;(い） =μ(い）+ Z;(t;j) + CiJ 
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μ(t) = lE[X(t)] 
で定義され，共分散関数は， s,t E工に対して，






れたい.X(t,w)がjointlymeasurable, すなわち， X(t,w)がproductu-field妥(I)X ,%に関して
可測となる場合，各wE !1に対して X(・心）は1上の可測関数となる．
定理 2.1(Theorem 7.4.1 in Hsing and Eubank (2015)). 確率過程Xがjointlymeasurableであリ，
各wE !1に対してX(-,w)Eび（エ）が成り立つとする．このとき， Xはび（エ）の randomelement 
となる．
Jointly measurableは確認することが難しい条件であるが，各tEIに対して X(t,・）が可測で
あリ，各wE !1に対して X(-,w)が連続であるとき， X(t,w)はjointlymeasurableとなる．
任意のt及び任意のtに収束する 1上の列 {tn}nENに対して















（尻J)(t)= J K(t,s)f(s) ds 
を考える．これはXの共分散作用素と呼ばれる．また，任意の a1,. ,,an E良に対して
砂 iaぷ(tいち） =Var (含jX(tj))
より，共分散関数Kは非負定値 (nonnegativedefinite)となる.Kはnonnegativedefiniteである
ため， Kを再生核とする再生核Hilbert空間 (RKHS)社k を考えることができる．関数データ解
析においても多変量解析の手法を関数データヘと拡張する際などに， RKHS甘K は重要な役割を
担う．ただし，関数データ Xは甘Kの元とはならないことに注意されたい．
定理 3.1(Theorem 7.5.4 in Hsing and Eubank (2015)). X をE[IXl2]< 00を満たす 1{Kの







J K(s,t)町(s)ds =入凸(t) (t EI, j EN) 
が成リ立っ．入jとejは，それぞれ共分散作用素尻rの固有値と固有関数と呼ばれる．さらに，
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t(t) = L〈f,e応 (t) (t Eエ）
j=l 
98
と展開できる．ここで，〈f,ej〉:= J f(t)ej(t) dtである．平均二乗連続な確率過程Xに対しては，
以下のKarhunen-Loeve展凋が成り立つ．




X(t) = Llx(e応 (t) (tE'I) 
j=l 
が成り立っ．ここで， Ix(ej)(j EN)は以下を満たす実数値確率変数である．
lE[Ix(ej)] = 0, lE[fx(e;)Ix(ej)] =ふ妬
この展開は，以下の意味で成り立っ．
旱買JE[(x(t)一戸Ix(e占 (t)rJ= o 
上述の定理で， Ix(ej)は〈X,ej〉に対応する確率積分である．一般に， X(・,w)はび（エ）の元と
は限らないため， Xの確率積分を考える必要がある．実際に， jointlyme邸 urableの仮定の下で
は，確率変数Ix(ej)は











X(t) = LW: 凸 (t) (t EI) 
j=l 
ここで， Wjは以下を満たす確率変数である．









最後に，関数データ解析に閲するいくつかの書籍について言及してお<. Ramsay and Silverman 
(2005)では，各対象の関数データが基底関数展開によって表現できる場合を中心に，様々な多変量
解析を関数データヘと拡張した方法が詳細に述べられている.Ramsay and Silverman (2002)で
は， Ramsayand Silverman (2005)で紹介されている解析方法の実データヘの応用が詳細に述べら




近の書籍は以下の通りである.Horvath and Kokoszka (2012)では，関数データ Xが連続的に観
測され，び(I)の元であることを仮定して関数データ解析の基本的な手法とその理論的な性質を紹
介している．また， Rでの実行方法についても述べられている．そして， Kokoszkaand Reimherr 
(2017)では，連続観測でない場合も含めて関数データ解析の様々な手法，それらの理論的な性質，
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